
 

 

J. Lake Sci.(湖泊科学),2026,38(6):000-000  

DOI 10.18307/2026.0644 

2026 by Journal of Lake Sciences 

基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法研究 
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摘 要：河网流量演算是流域水文模拟的重要组成，其中 Muskingum 是常用方法之一。但现有 Muskingum 方法多采用差分离散

形式方程，不仅引入了数值求解误差，而且难以与微分形式水文模型实现时间尺度一致的耦合。为此，本文基于微分形式

Muskingum 河道流量演算方法，使用矩阵组装河网所有河道相应方程，引入连通性矩阵确定其组成河道的入流，提出了基于

Muskingum 的微分形式河网流量演算方法（ODE-MR）；并将其与微分形式新安江模型进行耦合，构建了全过程微分表达的流

域水文模型。微分与差分方程形式的对比实验显示，以解析解为基准，ODE-MR 的均方根误差处于 10-4 m3/s 量级，可有效降低

差分形式 Muskingum 法的数值误差；与微分形式水文模型的耦合方法对比实验表明，通过缩短计算时间步长，混合微分-差分

耦合方法的结果逐渐收敛于全微分耦合方法，说明全微分耦合方法具有更高的模型精度；实际流域应用验证表明，日尺度上，

基于ODE-MR的全微分耦合模型在屯溪流域的多年平均Nash-Sutcliffe效率系数提升0.04，表明控制数值误差可提高模拟精度。

研究可为微分形式统一框架下的水文建模、水文-交叉学科模型耦合提供参考。 
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Abstract: River network discharge routing is a key component of watershed hydrological modeling. The Muskingum method is 

one of the most widely used tools for this process. Traditional applications of the Muskingum method often rely on discrete 
difference equations. These equations introduce numerical errors and prevent consistent temporal-scale coupling with 

hydrological models built on differential formulations. To address this issue, this study develops a differential-form Muskingum 

method for river discharge routing. This method integrates the governing ordinary differential equations (ODEs) of all river 
segments through matrix operations. A connectivity matrix is defined to quantify upstream inflows for each channel. Based on 

this, the Muskingum-based Ordinary Differential Equation River-network Discharge Routing method (ODE-MR) is proposed. 

The ODE-MR is then coupled with the differential-form Xinanjiang hydrological model to build a fully differential hydrological 
modeling framework. Comparative experiments using analytical solutions as benchmarks show that the root mean square error 

of the ODE-MR is on the order of 10⁻⁴ m3/s. This value greatly reduces the numerical inaccuracies inherent in the traditional 

difference-based Muskingum method. Additional experiments on coupling strategies with differential hydrological models 
indicate that the outputs of the hybrid differential-difference coupling approach gradually approach those of the fully differential 

coupling method as the time step decreases. This finding demonstrates the higher simulation accuracy of the fully differential 

coupling method. Applications in the Tunxi River Basin further verify the model performance. At the daily scale, the fully 
differential coupling model based on ODE-MR increases the multi-year average Nash-Sutcliffe efficiency coefficient by 0.04. 

This improvement confirms that effective numerical error control can enhance hydrological simulation accuracy. This study 

provides a reliable reference for hydrological simulation and interdisciplinary model integration within a unified differential 
equation framework. 
Keywords: Muskingum method; Differential form; River network discharge routing; Matrix assembly; 

Connectivity matrix; Xinanjiang model 

 

在我国现行的洪水预报业务系统以及美国国家水模型等主要国际业务预报体系中，流域水文模型均遵

循共同的基本框架：将流域划分为多个计算单元（或子流域），计算各单元的产汇流过程，并通过河网演

算形成流域出口的洪水流量过程[1,2]，因此河网流量演算是流域水文模型的重要组成。其中，Muskingum 法

是最常用的河网流量演算方法，已有研究从理论基础、参数确定等方面不断完善。例如，Cunge[3]对

Muskingum 法进行水力学推导，建立了 Muskingum 参数与河道水力要素的联系；在此基础上，Todini[4]进
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一步解决了该推导过程中的质量守恒问题。但目前普遍采用的仍是其差分形式离散演算方程[4,5]。 

理论研究表明，差分求解引入的数值误差是水文模型不确定性来源之一，并随降雨强度的增加而放大
[6,7]。近年来，水文模型在方法论上呈现出由差分形式向微分形式演进的趋势[8]，目的是降低控制数值误差

以提升模型精度，同时易于与生态、环境、大气等交叉学科模型的耦合[9]。在计算单元尺度，水文模型的

微分形式化已取得较多研究成果。一方面，经典水文模型的核心方程被重写为常微分方程，如 GR4J[10]、

HBV[11]、TOPMODEL[12]以及新安江模型[13]等，实现了数学方程与差分数值解法的分离；另一方面，近年

来提出的新模型，如 WALRUS、EXP-Hydro 等，在设计之初就采用了微分形式方程。在此基础上，进一步

发展出以微分方程为核心的通用水文建模框架，如 SuperflexPy[14]、MARRMoT[15]等。但在河网层面，对微

分形式水文学汇流方法研究相对较少[14,15]。现有研究大多是将微分形式水文模型的输出作为差分形式河网

流量演算方法的输入，导致河网演算环节重新引入了数值误差[14]，降低了微分模型的整体效果。虽然陆旻

皎[16]提出了微分形式的 Muskingum 方程，但其研究仍局限于单一河道，需要进一步扩展以使其能应用于

河道串并联的河网水系；同时，该研究是以实测流量作为河道入流输入，并未考虑如何与微分形式的水文

模型耦合。因此，构建能够体现水系拓扑结构，并可与微分形式水文模型统一耦合的河网流量演算方法，

以形成完整微分形式的水文模型系统，值得深入研究。 

本文在单一河道微分形式 Muskingum 方法的基础上，采用矩阵组装河网所有河道的微分形式流量演

算方程，引入连通性矩阵描述水系拓扑、确定组成河道的出流/入流映射，推导了基于 Muskingum 的微分

形式河网流量演算方程；并将其与微分形式新安江（ODE-XAJ）模型耦合，实现了流域产流—汇流全过程

的微分统一框架表达。提出的基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法，可为经典流域水文模型由

差分形式向微分形式转换提供参考与支撑。 

1 研究方法 

1.1 河网拓扑 

河网由相互串并联的多条河道组成。不失一般性，本次研究不考虑分汊情况，即每个河道可有多个上

游河道汇入，但最终只有一个下游河道汇出[17]；所有河道均可考虑旁侧入流。河网拓扑示意如图 1(a)所示。 

 
图 1 河网拓扑结构(a)及河道概化(b)示意 

Fig.1 The diagram of river network topology (a) and channel conceptualization (b) 

 

1.2 单一河道 Muskingum 理论 

Muskingum 法由 McCarthy[18]于 1938 年提出，在河道洪水演算中广泛应用，其核心为水量平衡原理、

河道蓄量与上游入流/出流的线性假设[4]。对于如图 1(b)所示的单条河道，考虑旁侧入流，相应方程为： 

 
𝑠α(𝑡+Δ𝑡)−𝑠α(𝑡)

Δ𝑡
=

𝑖α(𝑡)+𝑖α(𝑡+Δ𝑡)

2
−

𝑜α(𝑡)+𝑜α(𝑡+Δ𝑡)

2
+

𝑞α
𝑙 (𝑡)+𝑞α

𝑙 (𝑡+Δ𝑡)

2
 (1) 

 𝑠α(𝑡) = 𝑘α[𝑥α𝑖α(𝑡) + (1 − 𝑥α)𝑜α(𝑡)] (2) 

式中，𝑡为时间，s；Δ𝑡为时间步长，s；下标α代表河道编码，α=1, 2, …, m，m 为总河道数；𝑠为河道蓄量，

m³；𝑖和𝑜分别为河道上游入流与河道出流，m³/s；𝑞𝑙为河道旁侧入流，m³/s；𝑘为槽蓄系数，s；𝑥为上游

入流/出流权重系数。将公式(2)代入公式(1)，可得到经典差分形式的 Muskingum 方程。 

基于 Muskingum 的差分形式方程（公式(1)和(2)），区分状态变量和模型通量，构建状态变量控制方

程，推导模型通量本构方程[9]，从而形成微分形式 Muskingum 方法。其中，状态变量的量纲随时间无关，

而通量用于描述水量交换速率，其量纲与时间相关。通过对公式(1)的变量进行量纲分析，确定𝑠α为状态变

量，𝑖α、𝑜α、𝑞α
𝑙为模型通量。 

控制方程用于描述流域系统状态变量随时间的演变过程，依据水量平衡原理，其方程为： 

 
d𝑠α(𝑡)

d𝑡
= 𝑖α(𝑡) − 𝑜α(𝑡) + 𝑞α

𝑙 (𝑡) (3) 



 

 

本构方程则用于建立未知通量与状态变量或其他已知通量之间的关系。公式(3)等号右侧𝑖α、𝑞α
𝑙为已知

输入通量，需要进一步确定𝑜α的本构方程，使得微分方程闭合。基于 Muskingum 的线性假设，对公式(2)

进行变形，并代入公式(3)，可得： 

 
d𝑠α(𝑡)

d𝑡
= −

1

𝑘α(1−𝑥α)
𝑠α(𝑡) +

1

1−𝑥α

𝑖α(𝑡) + 𝑞α
𝑙 (𝑡) (4) 

 𝑜α(𝑡) =
1

𝑘α(1−𝑥α)
𝑠α(𝑡) −

𝑥α

1−𝑥α

𝑖α(𝑡) (5) 

结合公式(4)和(5)，形成了微分形式的 Muskingum 河道流量演算方法[16]。 

1.3 基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方程推导 

针对河网的各条组成河道，分别使用微分形式 Muskingum 方法进行河道流量演算，根据河网拓扑依

次确定每条河道的上游入流和区间入流，形成基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法（ODE-MR）。 

对于每条组成河道，都需要使用基于线性运算的公式(4)和(5)，因此适合使用矩阵进行表达，具体为： 

 
d𝒔(𝑡)

d𝑡
= 𝜱𝒔(𝑡) + 𝜦𝒊(𝑡) + 𝒒𝑙(𝑡) (6) 

 𝒐(𝑡) = 𝜳𝒔(𝑡) + 𝜴𝒊(𝑡) (7) 

 𝜱 = [

𝜙1 0 ⋯ 0
0 𝜙2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜙m

]   𝜦 = [

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆m

] (8) 

 𝜳 = [

𝛹1 0 ⋯ 0
0 𝛹2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝛹m

]   𝜴 = [

𝜔1 0 ⋯ 0
0 𝜔2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜔m

] (9) 

式中，𝒔为河网组成河道的蓄量向量，𝒔 = [𝑠1, 𝑠2,  … , 𝑠m]𝑇，m3；𝒊 ∈ ℝm为河网组成河道的上游入流向量，

𝒊 = [𝑖1,  𝑖2,  … , 𝑖m]𝑇，m3/s；𝒐 ∈ ℝm表示河网组成河道的出流向量，𝒐 = [𝑜1,  𝑜2,  … , 𝑜m]𝑇，m3/s；𝒒𝑙 ∈ ℝ𝑚

表示河网组成河道的旁侧入流向量，𝒒𝑙 = [𝑞1
𝑙 ,  𝑞2

𝑙 , … , 𝑞m
𝑙 ]

𝑇
，m3/s。𝜱 ∈ ℝm×m和𝜳 ∈ ℝm×m为与河道蓄量

向量相关的系数矩阵，𝜙α = −1/𝑘α/(1 − 𝑥α)，𝛹α = 1/𝑘α/(1 − 𝑥α)，下标α代表河道编码，α=1, 2, …, m，m

为总河道数；𝜦 ∈ ℝm×m和𝜴 ∈ ℝm×m为上游入流相关的系数矩阵，𝜆α = 1/(1 − 𝑥α)，𝜔α = −𝑥α/(1 − 𝑥α)。

在 Muskingum 参数取值范围内，公式(6)系数矩阵的𝜱特征根均为负数，为线性耗散系统，因此从数学上

可证明具有稳定性[19]。 

根据是否有上游河道，河网的组成河道进一步可分为源头河道和非源头河道。源头河道的上游入流为

相应源头子流域出流，非源头河道的上游入流则为直接相连上游河道出流之和。引入连通性矩阵表征河网

拓扑[20]，河网组成河道的上游入流可表示为： 

 𝒊(𝑡) = 𝜣𝒐(𝑡) + 𝒒𝑐(𝑡) (10) 

 𝜣 = [

𝜃11 0 ⋯ 0
𝜃21 𝜃22 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜃m1 𝜃m2 ⋯ 𝜃mm

] (11) 

式中，𝜣为连通性矩阵，元素𝜃ab用于表示河道a与河道b的水力联系，若河道a为河道b的直接上游，则𝜃ab

取 1，否则取 0；𝒒𝑐 ∈ ℝm为河网组成河道的源头子流域出流，𝒒𝑐 = [𝑞1
𝑐 ,  𝑞2

𝑐 , … , 𝑞m
𝑐 ]𝑇，m3/s，非源头河道

的相应出流为 0。将公式(7)代入公式(10)，可显式求解出𝒊(𝑡)： 

 𝒊(𝑡) = [𝑰 − 𝜣𝜴]−1[𝜣𝜳𝒔(𝑡) + 𝒒𝑐(𝑡)] (12) 

从数学角度上，上式的逆矩阵具有普遍可求解性[21]。河网所有河道的流量演算方程通过公式(6)、(7)和(12)

的矩阵组装，可将逐河道的递推计算转化为河网尺度的矩阵-向量整体运算，实现了河网演算关系的统一

描述，且具备更高的计算效率和可扩展性。 

14 基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法步骤 

ODE-MR 主要包含以下五个步骤（如图 2 所示）： 

（1）基于河网拓扑，采用公式(11)构建连通性矩阵𝜣。 

（2）根据河网各组成河道的 Muskingum 参数（表 1），通过公式(8)和(9)计算系数矩阵𝜱，𝜦，𝜳，𝜴。 

（3）计算河网入流向量𝒊：设定各源头河道的源头子流域出流（模型模拟或实际观测），非源头河道则

设为 0，构建河网组成河道的源头子流域出流向量𝒒𝑐。利用步骤 1 和 2 得到的𝜣、𝜳、𝜴，采用式(12)将𝒒𝑐

转换为河网组成河道的上游入流向量𝒊；在此过程中，非源头河道的入流被其上游河道出流之和代替，而

源头河道的入流保持不变。 

（4）构建河网旁侧入流向量𝒒𝑙：对于第α条河道，由模型模拟或实际观测确定其旁侧入流标量𝑞α
𝑙；随

后将所有河道的𝑞α
𝑙依次拼接，构建河网组成河道的旁侧入流向量𝒒𝑙。 



 

 

（5）构建常微分方程系统：将步骤 2 中获得的系数矩阵𝜱，𝜦，𝜳，𝜴，步骤 3 中构建的𝒊，以及步骤

4 中的𝒒𝑙代入式(6)和(7)，即可得到 ODE-MR 对应的常微分方程组。 

 
图 2 基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法计算步骤 

Fig.2 Computation steps of the differential-form river network routing method based on the Muskingum model 

表 1 Muskingum 方法参数物理意义及取值范围 

Tab.1 Physical significance and value range of Muskingum method 

参数 物理含义 取值范围 

𝑘 槽蓄系数 [0, 50] 

𝑥 上游入流/出流权重系数 [0, 0.5] 

2 数值实验和实际应用 
为评估 ODE-MR 的理论有效性和实际适用性，设计了三种实验验证方案： 

（1）方程形式对比实验。经典差分形式和微分形式 Muskingum 方法本质上是同一汇流方法的不同数

学形式表达，二者的数值误差受方程离散形式和求解方法影响。为了检验微分形式 Muskingum 方法在汇

流模块中数值精度上的优势，采用相同的模型输入与参数取值，评估经典差分形式和微分形式 Muskingum

方法对其解析解的近似程度。 

（2）耦合方法对比实验。流域水文模拟中，通常采用水文模型的输出累积量作为河网流量演算的时

段输入量，将水文模型的瞬时输出在时段上作了平均，不可避免地引入数值误差。为了量化不同耦合方法

引入的数值误差，设定相同的模型参数，以实际流域水文气象数据为输入，引入微分形式水文模型，分别

耦合两种形式的 Muskingum 方法，分析不同耦合方法可能引入的数值误差。 

（3）实际流域应用验证。使用实际流域的河网拓扑和水文气象资料，建立基于经典差分形式和微分

形式 Muskingum 法的两种耦合模型，分别率定其最优参数，基于日模型与次洪模型流量模拟结果评估两

类模型的精度。 

2.1 方程形式对比实验 

基于单一河道并忽略河道旁侧入流，使用零初始条件，以 Muskingum 法的解析解[22]为基准，评估其

经典差分形式和微分形式的数值误差。Muskingum 法的解析解为： 

 𝑢(Δ𝑡, 𝑡) =
1

Δ𝑡
{

1

1−𝑥α

[𝑒𝑥𝑝 (−
𝑡−Δ𝑡

𝑘α−𝑘α𝑥α

) − 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑡

𝑘α−𝑘α𝑥α

)] −
𝑥α

1−𝑥α

[𝐻(𝑡) − 𝐻(𝑡 − Δ𝑡)]} (13) 

式中，𝑢(Δ𝑡, 𝑡)表示时段为Δ𝑡的单位线；𝐻(𝑡)为单位脉冲函数，在𝑡 = 0时𝐻(𝑡) = 0，𝑡 > 0时𝐻(𝑡) = 1。 

基于 Muskingum 参数取值范围（表 1），采用对称拉丁超立方体（SLH）方法[23]采样生成 1000 组参数

组合。使用 50 组不同强度的上游输入过程，其总量均为 100m3，包括 5 组恒定强度的输入，其序列长度

分别为 1、2、5、10 和 20；以及 45 组变化强度的输入，其序列长度为 20，具体数值采用随机数生成。通

过将上游输入过程与单位线进行卷积，得到河道出流的解析解： 



 

 

 𝑄̂(𝑡) = 𝑖(𝑡) ⊗ 𝑢(Δ𝑡,  𝑡) (14) 

式中，𝑖与𝑄̂分别为上游入流和出流解析解，m3/s；⊗为卷积符号。 

采用五阶显式 Dormand-Prince Runge-Kutta（DP5）方法[24]求解微分形式 Muskingum 法。DP5 方法基

于局部截断误差，自适应调整时间步长，具有较高的效率和精度，对应公式为： 

 𝑒lt ≤ 𝜏a + 𝜏r ∙ max (|𝒚t|, |𝒚𝑡+Δ𝑡
(5)

|) (15) 

式中，𝑒lt为局部截断误差，mm；𝒚𝑡为状态变量向量在𝑡时刻的取值，mm；𝒚𝑡+Δ𝑡
(5)

为𝑡 + Δ𝑡时刻状态变量向量

高阶解，mm；𝜏a是绝对误差容限，mm；𝜏r是相对误差容限。在本研究中，𝜏a和𝜏r都取 10−6。 

通过均方根误差（𝐸RMS）评估经典差分形式和微分形式 Muskingum 法与其解析解之间的偏差，公式

为： 

 𝐸RMS = √
1

𝑁
∑ [𝑄(𝑡) − 𝑄̂(𝑡)]

2𝑁
𝑡=1  (16) 

式中，𝑁为时间步个数；𝑄是差分/微分形式 Muskingum 法的模拟流量，m3/s；𝑄̂是 Muskingum 法的解析解，

m3/s。 

2.2 耦合方法对比实验 

实验基于单一源头子流域及单一河道的串联系统，忽略河道旁侧入流。其中，源头子流域采用微分形

式水文模型，单一河道分别采用经典差分形式和微分形式 Muskingum 法，形成混合微分-差分（Differential-

difference, DD）与全微分（Fully differential, FD）两种耦合模型，相应耦合方法记为 DD 方法和 FD 方法，

用以评估两类耦合方法产生的数值误差。源头子流域使用基于蓄满产流机制的新安江（Xinanjiang, XAJ）

模型，该模型在我国湿润和半湿润地区得到广泛应用[25]，其微分形式（ODE-XAJ）见参考文献[13]，其方程

可概化为： 

 
d𝑼(𝑡)

d𝑡
= 𝒇g[𝑼(𝑡), 𝑭(𝑡), 𝑡; 𝝈] (17) 

 𝑞(𝑡) = 𝒇c[𝑼(𝑡), 𝑭(𝑡), 𝑡; 𝝈] (18) 

式中，𝑡为时间，s；𝑞为 XAJ 模型模拟流量，m3/s，对于第α条河道，其源头子流域的模拟流量记为𝑞α
𝑐，其

区间子流域的模拟流量记为𝑞α
𝑙；𝑼为 XAJ 模型状态变量向量（如自由水蓄量等），mm；𝑭为 XAJ 模型输入

向量，mm/s；𝝈为 XAJ 模型参数；𝒇g和𝒇c为 XAJ 模型通量本构方程组及模拟流量函数。 

 
图 3 混合微分-差分方法(a)与全微分方法(b)计算流程对比 

Fig.3 Calculation procedure of differential-difference method (a) and fully differential method (b) 

 

两类耦合方法计算流程如图 3 所示。DD 和 FD 方法开始时均需初始化状态变量、读取总模拟时间𝑇和



 

 

时间步长Δ𝑡，随后按Δ𝑡进行循环，达到𝑇后模拟结束。在每个时间步开始时，两类模型均需读取水文气象

输入强度，其区别在于：DD 方法首先基于水文气象输入强度和 ODE-XAJ，计算Δ𝑡内河道上游入流的时段

均值，然后将该均值作为差分形式 Muskingum 法的输入，得到Δ𝑡内的河道出流时段均值；而 FD 方法将

ODE-XAJ 和微分形式 Muskingum 法表示为一组常微分方程（ODEs），ODEs 内部通过河道上游入流强度

（瞬时值）链接，在输入水文气象输入强度后，可直接输出Δ𝑡内的河道出流时段均值。 

上述 ODEs 难以直接推求其解析解，因此采用收敛性测试方法进行评估。差分/微分形式方程具有数

学一致性，理论上，随着Δ𝑡趋于 0，DD 模型（基于差分形式方程）应收敛至 FD 模型（基于微分形式方

程）的解[26]。为此，在 XAJ 模型和 Muskingum 法的参数取值范围内，使用 SLH 方法分别采样 100 组参

数，形成 100100 个参数组合，水文气象输入为 2007 年屯溪流域的逐日降水蒸发实测数据。FD 模型的时

间步长为Δ𝑡，DD 模型的时间步长分别取Δ𝑡以及Δ𝑡的 1/2、1/5、1/10、1/20、1/50、1/100 和 1/200。两类模

型均采用 DP5 求解，在相同参数条件下，以 FD 模型为基准，使用𝐸RMS评估 DD 模型在不同时间步长下解

的偏差。XAJ 模型参数物理意义及取值范围见错误!书签自引用无效。。 

2.3 实际流域应用验证 

选择湿润山丘区屯溪流域为研究区。屯溪流域位于新安江上游，面积为 2670km2，地处亚热带季风气

候区，地势西高东低，雨量丰沛，年平均降雨量约 1880mm。水系及站点分布如图 4(a)所示，选用屯溪、月

潭水文站点及宕里、深坞口、岩前、琅斯、万安五个控制点作为子流域出口，划分 7 个子流域，以 9 条河

道相互连接，子流域及水系拓扑如图 4(b)所示。 

 
表 2 XAJ 模型参数物理意义及取值范围[13] 

Tab.2 Physical significance and value range of XAJ model parameters 

模块 参数 物理意义 范围 单位 

蒸散发模块 

𝐾𝑒
 

潜在蒸散发折算系数 [0.6, 1.5]
 

- 

𝑐
 

深层蒸散发折算系数 [0.1, 0.2]
 

- 

𝑊um
 

流域上层土壤平均张力水蓄水容量 [5, 30]
 

mm 

𝑊lm
 

流域下层土壤平均张力水蓄水容量 [60, 90]
 

mm 

𝑊dm
 

流域深层土壤平均张力水蓄水容量 [15, 40]
 

mm 

产流模块 
𝐴imp

 
不透水面积比例 [0.01, 0.2]

 
- 

𝑏
 

流域张力水蓄水容量曲线指数 [0.1, 0.4]
 

- 

分水源模块 

𝑆𝑚
 

流域平均自由水蓄水容量 [10, 30]
 

mm 

𝑒𝑥
 

流域自由水蓄水容量曲线指数 [1, 1.6]
 

- 

𝐾𝑖
 

壤中流出流系数 [0.1, 0.55]
 

- 

𝐾𝑔
 

地下径流出流系数 0.7 - 𝐾𝑖
 

- 

汇流模块 

𝐶𝑖
 

壤中流消退系数 [0.5, 0.95]
 

- 

𝐶𝑔
 

地下径流消退系数 [0.95, 0.999]
 

- 

𝑛
 

串联线性水库个数 [1, 10] - 

𝐾𝑓
 

串联线性水库蓄泄系数 [0.01, 20]
 

d 

使用日/小时尺度实测降水、流量和蒸发资料，数据来源为水文年鉴，子流域面平均降水通过算术平均

法计算得到，资料年限为 2007-2019 年。采用协方差矩阵自适应演化算法（CMA-ES）[27]进行参数优化，

分别率定混合微分-差分与全微分两类模型的参数，目标函数为 1-𝐸KG最小。混合微分-差分与全微分模型

采用相同的建模方法，首先基于月潭站实测流量率定其上游子流域（W1、W2 和 W5）及河道（R1、R2、

R5）的参数，子流域共用一组 XAJ 参数，河道间 Muskingum 参数可以不同。由于月潭上游子流域和万安

上游子流域（W3、W4 和 W6）均位于流域上游，植被等下垫面特征较为相似，且 W3、W4 和 W6 出口断

面缺乏实测站点，因此本文将月潭上游子流域 XAJ 模型参数移用至万安上游子流域。基于屯溪站实测流

量率定剩余子流域（W7）及剩余河道（R3、R4、R6、R7、R8 和 R9）的模型参数。根据 Kling-Gupta 效

率系数（𝐸KG）、Nash-Sutcliffe 效率系数（𝐸NS）及洪水高流量偏差（𝐸FHV）、低流量偏差（𝐸FLV）评估日模

型精度[28,29]，公式为： 

 𝐸FHV =
∑ (𝑄high,j−𝑄̂high,j)

h
j=1

∑ 𝑄̂high,j
h
j=1

× 100% (19) 

 𝐸FLV =
∑ (𝑄low,k−𝑄̂low,k)l

k=1

∑ 𝑄̂low,k
l
k=1

× 100% (20) 

式中，𝑄̂high为最高 2%流量实测值，m3/s；𝑄high为最高 2%流量模拟值，m3/s；h为最高 2%流量对应时段的

总个数，j为某径流值在h个流量值中的排位；𝑄̂low为最低 30%流量实测值，m3/s；𝑄low为最低 30%流量模

拟值，m3/s；l为最低 30%流量对应时段的总个数，k为某径流值在l个流量值中的排位。次洪精度评估选择

𝐸KG、𝐸NS、洪量相对误差（𝐸FVR）、洪峰相对误差（𝐸FPR）以及洪峰滞时（𝐸FPL）五个指标。 



 

 

 
图 4 屯溪流域站点分布(a)及子流域划分(b) 

Fig.4 Stations distribution (a) and sub-watershed discretization (b) of Tunxi watershed 

3 结果与分析 

3.1 方程形式对比实验结果与分析 

以解析解为基准，设定理想的模型输入、参数和零初始条件，评估差分和微分形式 Muskingum 方法

的数值求解误差。图 5(a)为差分和微分形式 Muskingum 法 50×1000 组模拟结果对应的𝐸RMS分布。微分形

式 Muskingum 方法的𝐸RMS显著小于差分形式对应数值，其𝐸RMS最大值和中位数分别为 9.28×10⁻5 m3/s 和

8.86×10⁻9 m3/s。相比之下，差分形式 Muskingum 方法的𝐸RMS最大值为 47.77 m3/s，中位数为 0.33 m3/s。在

变化强度情景下，选取差分形式 Muskingum 方法的𝐸RMS达到最大时对应的上游输入与参数组合，给出两

种形式 Muskingum 方法的模拟流量过程线作为示例（见图 5(b)）。实验结果表明，基于 DP5 方法求解的微

分形式 Muskingum 法具有很高的数值精度，可实现对解析解的高阶近似。 

 
图 5 方程形式对比实验𝐸RMS分布(a)和模拟流量过程线对比(b) 

Fig.5 𝐸RMS distribution (a) and comparison of simulated hydrograph (b) for different equation forms 

3.2 耦合方法对比实验结果与分析 

以屯溪流域 2007 年的逐日降水和蒸发为输入，基于 100×100 组模型参数组合，以全微分模型的模拟

结果为基准，采用𝐸RMS指标评估混合微分-差分模型模拟过程与全微分模型的偏差，结果如图 6(a)所示。 

 
图 6 耦合方法对比实验𝐸RMS分布(a)和𝐸RMS最大值、中位数随Δ𝑡变化关系(b) 

Fig.6 𝐸RMS distribution (a) and variation of maximum and median 𝐸RMS with Δ𝑡 (b) of different coupling method 

在初始时间步长（1 倍Δ𝑡），𝐸RMS最大值和中位数分别为 3.44 m3/s 和 5.45×10⁻2 m3/s。当时间步长分别

取初始步长的 1/2、1/20、1/200 时，其𝐸RMS最大值分别为 1.76、1.99×10⁻1 和 2.01×10⁻2 m3/s，对应的中位

数分别为 2.72×10⁻2、2.83×10⁻3、3.46×10⁻4 m3/s。在图 6(b)的双对数坐标系上，无论是最大值还是中位数，

𝐸RMS和Δ𝑡拟合曲线斜率近似为 1，其意味随着时间步长的缩短，混合微分-差分模型的模拟过程按一阶精



 

 

度收敛至全微分模型。实验结果表明，基于差分形式 Muskingum 法的混合微分-差分耦合方法存在显著的

数值误差，而基于微分形式 Muskingum 法的全微分耦合方法能够有效控制该数值误差。 

3.3 实际流域应用验证结果与分析 
3.3.1 日模型结果与分析 针对屯溪流域，以 2007 年为预热期，2008-2016 年为率定期，2017-2019 为验证

期；使用 CMA-ES 分别率定 FD 和 DD 两类模型最优参数，结果见表 3 和表 4，日径流模拟精度见表 5。 
表 3 屯溪流域混合微分-差分（DD）和全微分（FD）模型的 XAJ 日模参数 

Tab.3 Daily-scale XAJ parameters of differential-difference and fully differential models in Tunxi watershed 

流域 模型 𝐾𝑒
 

𝑊um
 

𝑊lm
 

𝑊dm
 

𝑏
 

𝑐
 

𝐴imp
 

𝑆𝑚
 

源头子流域 
DD 1.44 11.29 89.41 25.66 0.15 0.17 0.01 19.92 

FD 1.18 9.08 89.86 31.85 0.10 0.16 0.01 10.00 

区间子流域 
DD 1.18 20.39 78.28 37.98 0.11 0.02 0.20 22.87 

FD 1.14 29.25 89.10 56.75 0.40 0.20 0.01 24.56 

流域 模型 𝑒𝑥
 

𝐾𝑖
 

𝐾𝑔
 

𝐶𝑖
 

𝐶𝑔
 

𝑛
 

𝐾𝑓
 

 

源头子流域 
DD 1.29 0.54 0.16 0.59 0.994 4 4.06  

FD 1.23 0.55 0.15 0.50 0.980 1 0.71  

区间子流域 
DD 1.36 0.50 0.20 0.52 0.981 1 0.10  

FD 1.00 0.55 0.15 0.54 0.980 1 0.14  

表 4 屯溪流域混合微分-差分和全微分模型的 Muskingum 日模参数 

Tab.4 Daily-scale Muskingum model parameters of DD model and FD model in Tunxi watershed 

河道 
混合微分-差分模型 全微分模型 

𝑘 𝑥 𝑘 𝑥 

R1 22.9 0.36 10.1 0.49 

R2 13.0 0.35 10.9 0.50 

R3 11.6 0.18 1.0 0.49 

R4 1.5 0.02 1.0 0.43 

R5 6.8 0.39 13.8 0.50 

R6 20.6 0.27 1.0 0.50 

R7 2.0 0.04 1.0 0.01 
R8 3.5 0.05 11.2 0.50 

R9 5.7 0.49 8.8 0.50 

表 5 混合微分-差分（DD）和全微分（FD）模型在屯溪站/月潭站日模型精度评价结果表 

Tab.5 Daily-scale accuracy evaluation results of DD model and FD model in Tunxi/ Yuetan station 

站点 阶段 年份 
𝐸KG 𝐸NS 𝐸FHV/% 𝐸FLV/% 

DD FD DD FD DD FD DD FD 

屯溪 

率定 

2008 0.91 0.95 0.90 0.96 -4.58 -3.27 -54.36 -46.28 

2009 0.86 0.87 0.88 0.90 12.74 17.31 -29.05 -28.54 

2010 0.92 0.95 0.91 0.92 -10.95 -9.29 -41.27 -41.99 

2011 0.88 0.93 0.87 0.95 -8.58 -5.06 -61.15 -58.04 

2012 0.94 0.97 0.90 0.94 0.48 3.39 -36.07 -30.78 
2013 0.91 0.94 0.88 0.92 -7.15 -4.54 -19.24 -28.72 

2014 0.92 0.92 0.89 0.93 -12.80 -8.11 -42.90 -45.02 

2015 0.88 0.93 0.89 0.92 -17.54 -12.83 -40.98 -37.82 

2016 0.89 0.95 0.87 0.93 -14.87 -9.90 -32.09 -34.40 

验证 

2017 0.89 0.92 0.89 0.95 -2.35 -2.89 -55.64 -53.96 

2018 0.82 0.84 0.91 0.93 -9.87 -10.47 -49.37 -56.38 

2019 0.86 0.88 0.88 0.94 -10.41 -7.79 49.76 4.94 

月潭 

率定 

2008 0.93 0.92 0.93 0.97 9.05 8.92 -57.61 -32.41 

2009 0.77 0.86 0.83 0.95 5.92 -0.38 -60.38 -44.17 

2010 0.91 0.96 0.89 0.96 -2.05 -1.46 -35.18 -13.42 

2011 0.90 0.94 0.83 0.93 -5.14 -6.42 -78.28 -55.17 
2012 0.90 0.95 0.81 0.94 11.90 3.95 -56.55 -36.52 

2013 0.93 0.97 0.87 0.95 2.43 1.61 0.06 46.47 

2014 0.90 0.90 0.88 0.95 -5.73 -6.38 -31.41 -12.04 

2015 0.90 0.97 0.86 0.95 -2.37 -0.36 -38.93 -20.19 

2016 0.95 0.98 0.90 0.96 -1.84 -0.57 -49.78 -32.63 

验证 

2017 0.93 0.95 0.87 0.95 3.43 -1.20 -52.17 -32.35 

2018 0.80 0.79 0.83 0.89 -4.41 -10.24 -57.03 -51.66 

2019 0.90 0.90 0.85 0.90 -1.46 -6.00 41.64 53.03 

从表 5 可以看出，在屯溪站，不管是率定期还是验证期，全微分模型的𝐸FHV均在±20%范围内，其𝐸FHV

绝对值均值为 7.90%（率定期为 8.19%，验证期为 7.05%），小于混合微分-差分模型的 9.36%（率定期为

9.97%，验证期为 7.55%）；在所有年份全微分模型的𝐸FLV绝对值均值为 38.91%，小于混合微分-差分模型

的 42.66%。在径流过程评定方面，全微分模型率定期和验证期的𝐸NS均值分别为 0.93 和 0.94，均比混合微

分-差分模型高 0.04；全微分模型的率定期和验证期𝐸KG均值分别为 0.93 和 0.88，相对于混合微分-差分模

型提升了 0.03 和 0.02。 



 

 

在月潭站，不管是率定期还是验证期，全微分模型的𝐸FLV的绝对值均值均小于混合微分-差分模型，全

微分模型的率定期和多年平均𝐸FHV绝对值均值分别为 3.34%和 3.96%，小于混合微分-差分模型的 5.16%和

4.64%。全微分模型在率定期和验证期𝐸NS均值为 0.95 与 0.91，大于混合微分-差分模型的 0.87 和 0.85。全

微分模型的多年平均𝐸KG均值分别为 0.92，相对于混合微分-差分模型提升了 0.03。 

上述结果表明，全微分模型比混合微分-差分模型具有更好的高/低流量捕捉能力，对屯溪流域出口/内

部站点的日径流模拟均具有更好的效果。作为示例，图 7 给出了混合微分-差分和全微分模型在屯溪站和月

潭站的模拟结果对比。 

 
图 7 屯溪站和月潭站的验证期（2017 年）流量模拟结果 

Fig.7 Simulation results in validation period (2017) at Tunxi and Yuetan stations 

3.3.2 次洪模型结果与分析 选取 2010-2018 年间的 17 场洪水进行模拟，其中 2010-2016 年的 13 场进行率

定，2017-2018 年的 4 场进行验证。采用与日模型相同的参数优化方法。次洪模拟整体精度统计（率定/验

证期均值）见表 6。 

 
表 6 混合微分-差分（DD）和全微分（FD）模型在屯溪站/月潭站次洪模拟整体精度统计表 

Tab.6 Accuracy evaluation statistics of DD and FD models for flood event simulations in Tunxi/ Yuetan station 

流域 时期 
𝐸KG 𝐸NS |𝐸FVR|/% |𝐸FPR|/% |𝐸FPL|/h 

DD FD DD FD DD FD DD FD DD FD 

屯溪 
率定 0.82 0.85 0.81 0.82 5.03 5.04 9.77 7.73 2.62 2.38 

验证 0.83 0.86 0.82 0.83 12.37 9.71 10.19 8.08 3.25 3.50 

月潭 
率定 0.85 0.86 0.84 0.85 7.57 7.31 6.59 6.49 2.38 2.31 

验证 0.83 0.85 0.82 0.83 6.15 2.20 4.82 2.96 3.50 2.75 

 

从表 6 可以看出，在屯溪站和月潭站，全微分模型在率定期和验证期的𝐸FPR、𝐸FVR及𝐸FPL等指标整体

上均优于混合微分-差分模型；在径流过程评定指标上，𝐸KG和𝐸NS的平均值也更高。结果表明，小时尺度

上，全微分模型同样具有更好的洪水过程模拟能力。 

由此表明，本文提出的方法在日和小时尺度的洪水模拟中，均具有较好的适用性，因此控制河网流量

演算的数值误差可有效提升模拟精度。作为示例，图 8 给出了混合微分-差分和全微分模型在屯溪站和月

潭站的两场次洪模拟结果对比。 

4 结论 

本文提出了基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法，将单一河道微分形式 Muskingum 方程扩

展至河网尺度，通过方程形式对比实验、耦合方法对比实验以及实际流域应用验证，与经典差分形式

Muskingum 方法进行了对比分析。主要结论如下： 

（1）基于微分形式 Muskingum 河道流量演算方法，使用矩阵组装河网所有河道相应方程，引入连通

性矩阵确定组成河道的上游入流，提出了基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法（ODE-MR）。方

程形式对比实验表明，ODE-MR 可以高阶近似 Muskingum 方法的解析解，有效降低其差分形式数值求解

误差。 



 

 

 
图 8 屯溪站和月潭站的次洪模拟结果 

Fig.8 Flood events simulation results in Tunxi and Yuetan stations 

 

（2）将 ODE-MR 与微分形式新安江模型耦合，构建了产流—汇流全过程微分统一表达的流域水文模

型。耦合方法对比实验和实际应用结果表明，基于 ODE-MR 的全微分耦合方法相较基于其差分形式的混

合微分-差分耦合方法，可有效控制河网流量演算及其耦合过程引入的数值误差，从而提高模型模拟精度。 

本文构建了基于 Muskingum 的微分形式河网流量演算方法，并在湿润区流域进行了初步验证；该方

法理论上具有普适性，可推广至其他水文模型及不同气候和地形条件的流域，但需进行针对性研究。 
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